Bab 11
Sistem Linier Stasioner

Sebuah sistem linier stasioner memenuhi superposisi dan memiliki parameter yang konstan tidak
berubah terhadap waktu (invariant waktu)

2.1. Sistem Linier
Sistem linier adalah sistem yang mengikuti prinsip superposisi :
Jika input x,(t) secara sendirian menghasilkan output y;(t) dan
Input x,(t) secara sendirian menghasilkan output y,(t)

maka input x(t) = a;x;(t) + a,x»(t) menghasilkan output y(t)=a,yi(t) + a,y.(t)

Contoh 2-1: Perlihatkan bahwa sistem berikut linier

a)
x(t)y(t)
b)

X(0) (J y(o
=y — |

Jawab :
a. Output untuk input : x(t) = a;x(t) + a,x,(t) adalah

y(t) =k j. [31X1(t) +a,X, (t)]dt

t t
=ak [x,(dt+ak [ x,(0dt

= ay () + a,y,(H

dengan y,(t) adalah output untuk input x,(t) dan
y,(t) adalah output untuk input x,(t)
Jadi sistem integrator adalah linier

b. Karakteristik transfer dari sistem :
r 2
x(t)
y(t) =Y _j|
XO
Output untuk input x(t) = a;x,(t) + a,X,(t) adalah

r 2
V) =y, alxl(t)+a2x2(t)}
L X
2
_ alzy{xla)} +a;y{xz“)} 22,8,y 0% ()
X, X, X,

Hasil ini tidak memiliki bentuk
y(t) = ayyi(t) + azya(t)
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dengan
y1(t) adalah output untuk input x,(t) dan
ya(t) adalah output untuk input x,(t)
Jadi sistem ini nonlinier

Superposisi dapat diperluas untuk input dengan lebih dari 2 komponen. Misal untuk input : x(t) =
arx(t) + apxy(t) + ... + a,x,(t) makan outputnya adalah
y(©) = aryi(t) + ays(t) + ... + anya(t)
dengan
yi(t) adalah output untuk input x;(t) ; i=1,2, ...,n

Contoh :

X(t)

Carilah output y(t) dari sistem untuk input :
x(t) = 5xpcosm;(t) + 4xpcosm,(t) — 3xocosm;t

Jawab :
Karena sistem linier dapat digunakan superposisi. Input adalah kombinasi linier dari bentuk x;(t) =
xocosm;t untuk 1 =1, 2, 3 dengan outputnya :
yi(t) = kixocosmit — k,oXesinoit ;1=1,2, 3

Melalui superposisi outputnya :
y(t) = 5y1(t) + 4y2(t) - 3ys(t)
=5 (kyxocosmt — krmXosin®,t)
+ 4 (k;xocosmyt — krymrXoSinmst)
- 3 (kixocosmst — kom,Xosinwmst)

Setiap sistem yang terdiri dari beberapa sub sistem linier adalah sistem linier. Proporsi, delay,
kompresi, integrator, differensiator dan penjumlahan adalah elemen yang berupa sistem linier

2.2. Sistem Stasioner

Sistem stasioner adalah sistem yang mengikuti prinsip invarian waktu :
Jika input x(t) menghasilkan output y(t), maka input x(t-ty) menghasilkan output y(t-ty)

x(1) Sistem

_ . t—t
t-to Stasioner > Y(t—1o)

X(t i
(t) N Slsf[em o y(t—to)
Stasioner
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Contoh : Perlihatkan bahwa sistem berikut adalah sistem stasioner

x(0) =_[ K 5 )— ()

Jawab : untuk memperlihatkan sistem ini linier ditambahkan elemen tunda

J

X(t)

x(t t-t > j K, —y2(t)

Sistem stasioner jika y;(t) = ya(t)
t-t,

yi(t) =k, [x(t)dt—k,x(t-t,)
dan -
y,(t) =k, jx(t—t0 )dt—k,x(t-t,)
misal o =t — toitjlaka
t=t,

Y>(t) =k, [x(a)de—k,x(t-t,)

Karena y,(t) dan y,(t) identik maka sistem adalah stasioner
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Contoh : Apakah elemen kompresi stasioner?

X(t)—>| nt }—>| t-to }—»y(t)
S T ST S

Jawab :
yi(t) = x[n(t - to)] = x(nt - nto)
y2(t) = x(nt-to)
untuk n#1, yi(t) # ya(t) jadi elemen kompresi tidak stasioner

Latihan :
Buktikan atau perlihatkan apakah elemen proporsional dengan gain k(t) adalah stasioner

Suatu elemen atau sistem yang terdiri dari sub sistem stasioner adalah stasioner dan sistem tanpa
parameter berubah terhadap waktu adalah stasioner

2.3 Sistem Linier Stasioner

Sistem Linier Stasioner memenuhi syarat superposisi dan time variance. Output dari sistem linier
stasioner untuk input :
x(t) =ax(t—t)) + ax(t—t) + ...
adalah
y(t) = 31}7](1: — t|) + az}Iz(t — tz) + ...
dengan y;(t) adalah output untuk input xi(t) ;i=1,2, 3, ...

Contoh : output dari suatu sistem linier stasioner untuk input x;(t) = xou(t)
adalah

yi(t)=y.e " "u(t)
Carilah output untuk input

x(t) = 5x0r(iJ
T2

Jawab : input x(t) dapat dinyatakan dengan
X(t) = 5xpu(t) — 5xou(t-12) = 5%,(t) - 5x4(t - 1)
Melalui superposisi dan time invarian outputnya adalah

y(t) =5y, (t)- 5y, (t-1,)
=5y, ""u(t)-Sy,e Tyt -1,)

Jadi suatu sistem adalah linier dan stasioner jika mengandung elemen proporsional, delay,
integral, diffensial, penjumlahan dan tanpa parameter yang bervariasi terhadap waktu
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Contoh :
Carilah output y(t) dari sistem berikut untuk input

X(t) = 5x,r t —ZXOr(t_to)
T T
x(t) :J. K, @ »y(t)

Dari pengamatan diagram blok ini adalah linier dan stasioner jadi dapat digunakan superposisi
dan time invariance
Input dapat dinyatakan sebagai
x(t) = 5xou(t) — Sxou(t - ) — 2xu(t — ty) + 2xu(t — ty -1)
= 5X|(t) — 5X|(t - 'l:) —2X1(t — t()) + 2X|(t — t() - T)

dengan x;(t) = xeu(t)

Outputnya untuk sistem linier stasioner :
y(t) = Syi(t) — Syi(t- 1) — 2yi(t — to) + 2yi(t—to - T)

dengan y,(t) adalah output dari input x;(t)
t
yi(t) =kx, J.u(t)dt =K, x,u(t)

=Kk X, tu(t) -k, x,u(t) = x, (k,t =k, Ju(t)
Sehingga
Y(t) = 5%, (K,t =K, Ju(t) = 5%, [k, (t = 1) =k, Ju(t = 7)
- 2% [K(t— 1) — K, Ju(t — )+ 2, [k, (E ~t, —7) K, Ju(t —t, )

2.4. Integral Konvolusi

Respon impuls dari sistem linier stasioner dinyatakan sebagai fungsi h(t) dengan
y(t) = ah(t) adalah output untuk input x(t) = ad(t)

Untuk input sembarang y(t) dapat diperoleh dengan integral konvolusi :
y(t)= [x(R)h(t—2)d2

Contoh :
Respon Impuls dari sistem linier stasioner adalah :

h(t) =~ e U u(t)

Carilah output y(t) untuk input x(t) = xeu(t)
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Jawab :
X —(t-2)/t
y(t) = j Zou(n)e u(t—2r)dx
S T

Fungsi u(t-A) = 1 untuk t - A > 0 dengan A >t dan
u(t-A) = 0 untuk A lainnya
Maka

t
V(B = [ e un)on

—00

Fungsi u(A) = 1 untuk A > 0 maka

(X
y(t)= [2e P dx
0 T

X

t
y(t) = e’“‘je“rdk t>0
0

20
T
=x,e " "u(t)(e™'" 1)
=Xo(1—e™")u(t)
Terkadang lebih mudah mengganti variable integral A menjadin =t- A

y(t) = [x(t-mh(mdn

Contoh :
Respon Impuls dari suatu sistem linier stasioner adalah :

h(t) = %e-“f(sinmt)u(t)

Carilah output y(t) untuk input x(t) = x,u(t)
Jawab :
Karena input x(t) lebih sederhana dari respon impuls h(t) maka

V()= [xu(t-n) e (sinampu(ndn

t
= J.&e’“”(sin on)u(n)dn

-0

t
—OJ.e " (sinon)dn
T 0
t/r
X | ot —e " (sinot + wtcos ot)] u(t)
1+ (wt)?
Maka outputnya :
X, [ot—e " (sinot + otcos ot)]
y(t)=—" u(t)

1+ (w1)’
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Contoh :
Respon impuls untuk suatu sistem linier stasioner adalah :

h(t) = 8(t)—%et”u(t)

Carilah output y(t) untuk input x(t) = xou(t)
Jawab :

y(t)= [x(t=m)h(n)dn

o0 1 B .
= [x,utt —n)[ﬁ(n)—;e " U(n)}dn
Kita tuliskan sebagai :

y() = yi(0) - y2(H)
dengan

o0 =x, Ju(t-ms(men

t
=X, [3(n)dn
dan

V,(0)= [ e ulmu(t-n)dn

—0

t
X -n/t
- J'T"e ry(n)dn

yi(t) = Xo[u(t) — u(-00)] = xu(t)
y2(8) = xo(1 — e u(t)

Output y(t) = yi(t) — y(t)
= xou(t) — Xo(1 — e"u(t) = xoe " u(t)

2.4.1. Interprestasi Grafik untuk Konvolusi

Integral konvolusi : y(t) = Jx(k)h(t —A)dA

Misal :
x(t) = xou(t)

h(t) = %e“fu(t)
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Dalam bentuk grafik :

x(A

h(h)

X0

x(1)(h(io-2)

h(-))

X(A)(h(-1)

to

x()(h(4-1)

t

t
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2.5. Respon Step

Respon step dari sistem linier adalah fungsi g(t) dengan y(t) = x,g(t) adalah output untuk input
xou(t). Hubungan antara respon impuls dan respon step
)~ 990
dt
Contoh :
Carilah respon step dan respon impuls untuk sistem berikut :

y(t)

J‘ w(t)
X(t)—»f K4 —>

Sla

Jawab :

t-t,

w(t) =k, Jt'x(t)dt —k, j x(t)dt

¥ = ks S0 < () - x( -, )

Untuk x(t) = xeu(t)

t
y(t) =k K, Xx,[u(t)-u(t-t,)] = klkzxor(t—)
0
Respon step :

g(t)= ﬂ = klkzr[iJ
X t

0 0
Respon impuls

do(t
n(t) = S5 k. (3()- 3¢ -,)
2.6. Sifat-Sifat Respon Impuls Dalam Diagram Blok

X(t) y(t) = Tx(x)h(t—x)dx

X(t) y(®)

YO — OO |

X(t)_>| () ] ha(0) |—>Y(t) — X(t)_>| ha(t) |—] hl(t)—l—>Y(t)

S x()— [0 (t-2)0r| —y(t)

34



Contoh :
Carilah respon impuls untuk sistem :

O o o "

dengan

h,(t) = e u(t)
T

1

1
h, (t) = —u(t)
T,
Jawab :
1

TTy

Te‘““u(k)u(t—k)dk

—00

h(t) = Th,(x)hz(t—x)dx =

1 “ty
- E(1 —e " ()

2.7. Sistem Dinyatakan Dengan persamaan Differensial

Beberapa sistem dapat dinyatakan dengan persamaan differensial :

n n-1 m m-1
d y+an_1 d }ll+....+a1d—y+a0y:bmd—X+bm_1d—j(+....+b1d—X+b0x
dt” dat” dt dt™ dt™ dt
Contoh :

Carilah persamaan differensial untuk sistem

X()— > y(1)

|
A

Jawab :

v(t) =k, x(t)+k, dx(t) K. dy(t)

dt
y(t) =k v(t)

=k hox(t)+k ok, KO e )

dt dt

dy(t dx(t
k3k4%+y(t)=k2k3%+k,k3x(t)
dy(t)+ 1 y(t)zk_2dx(t)+£x(t)
dt ki, k, dt  k,
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Latihan :

Carilah persamaan differensial untuk

a)

x() v(t)

J

K >—

— y(t)

&

A
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b)

X(t)

y(t)




