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» Divide and Conguer dulunya adalah

strategi militer yang dikenal dengan
nama divide ut imperes.

+ Sekarang strategi tersebut menjadi
strategi fundamental di dalam ilmu

komputer dengan nama Di/vide and
Conqguer.

4“@‘

\




Definisi

membagi masalah menjadi beberapa
salah yang memiliki kemiripan
Menga masalah semula namun berukuran

| é‘alh eclil (idealnya berukuran hampir

onqaer: memecahkan (menyelesaikan)
mas nd; -masing upa-masalah (secara

Combine: mengabungkan solusi masing-
masing upa-masalah sehingga membentuk
lus] rasalah semula.




EROByEkIPermasalahan yang dibagi :

esikan (Input) atau instances yang berukuran
£l :*Lr)rrr‘

1en,
gantung pada masalahnya.

a (the same type) dengan karakteristik
Salah asal, sehingga metode Divide and

e nque} lebih natural diungkapkan dalam
ekursif.

skema




Skema Umum Algoritma Divide and Conquer

DE and CONQUER (input n : integer)

n masalah dengan algoritma D-and-C.
ukan yang berukuran n

lusi dari masalah semula

teger

{ukuran masalah sudah cukup kecil }
-masalah yang berukuran n ini

adi r upa-masalah, masing-masing berukuran n/k
g-masing dari r upa-masalah do
_and CONQUER (n/k)

COMBINE solusi dari r upa-masalah menjadi solusi masalah semula }
endif




Jika pembagian selalu menghasilkan dua upa-masalah yang
berukuran sama:

procedure DIVIDE and CONQUER (input n : integer)

{ Menyelesaikan masalah dengan algoritma D-and-C.
Masukan: masukan yang berukuran n
Keluaran: solusi dari masalah semula

}

Deklarasi

\ r, k : integer

Algoritma

if n < ny then {ukuran masalah sudah cukup kecil }
SOLVE upa-masalah yang berukuran n ini

X else
Bagi menjadi 2 upa-masalah, masing-masing berukuran n/2
DIVIDE and CONQUER (upa-masalah pertama yang berukuran n/2)
DIVIDE and CONQUER (upa-masalah kedua yang berukuran n/2)
COMBINE solusi dari 2 upa-masalah

endif

A

g(n) n=n,

TM=10rm/2)+ £(n) .n>n.




Contoh-contoh masalah

1.

Mencari Nilai Minimum dan
Maksimum (MinMaks)

Persoalan: Misalkan diberikan
tabel A yang berukuran n
elemen dan sudah berisi nilai
Integer.

Carilah nilai minimum dan nilai
maksimum sekaligus di dalam
tabel tersebut.



Penyelesalan dengan Algoritma Brute Force

procedure MinMaksl (input A : TabelInt, n : integer,
output min, maks : integer)

{ Mencari nilai minimum dan maksimum di dalam tabel A yang berukuran n
elemen, secara brute force.
Masukan: tabel A yang sudah terdefinisi elemen-elemennya
Keluaran: nilai maksimum dan nilai minimum tabel
}
Deklarasi

i : integer

Algoritma:
min« A, { inisialisasi nilai minimum}
maks<2A, { inisialisasi nilai maksimum }
for i<2 to n do

if A; < min then
min<A;
endif

if A; > maks then

maks<A;
endif

endfor

TnN)=nh=-1)+(n-1)=2n-2 =0(n)



Penyelesaian dengan Divide and Conquer

Contoh 4.1. Misalkan tabel A berisi elemen-elemen sebagai berikut:

4 12 23 9 21 1 35 2 24

mTlde dasar algoritma secara Divide and Conquer:

4 12 23 9 21 1 35 2 24

TR

4 12 23 9 21 1 35 2 24

SOLVE: tentukan min &
maks pada tiap bagian

4 12 23 9 21 1 35 2 24

min =4 min =1
maks = 23 maks = 35
COMBINE

4 12 23 9 21 1 35 2 24
min=1
maks = 35




tabel hasil pembagian dapat
ukup kecil sehingga mencari
ninimum dan maksimum dapat

_ 1§§Ies|a|kan (SOLVE) secara lebih

hal ini, ukuran kecil yang dipilih
h'l elemen atau 2 elemen.




VIRIVIEKS (AT, min, maks)

AlgENLCE
by URIKIKasuUs n = 1 atau n = 2,

E: Bagi dua tabel A menjadi dua bagian yang sama,
Al dan A2

UER:
MinMaks(Al, n/2, minl, maksl)
MIinMaks(A2, n/2, min2, maks2)

(c) COMBINE:
If minl <min2 then min <- minl else min <- min2
1 Ss1 <maks2 then maks <- maks2 else maks <- maks1l




23
in=9
aks = 23

9

min =4
maks = 12

28

N A% ’_,, -
\QE?""
A s =23

"
-

4 12 7 9
min =4
maks = 23

CONQUER:

Tinjau kembali Contoh 4.1 di atas.

dan COMBINE:

21 1 35 2 24

21 1 35 2 24

21 1 35 2 24

21 1 35 2 24
min=1 min = 35 min =2
maks = 21 maks =35 maks = 24
21 1 35 2 24
min=1 min =2

maks = 21 maks = 35

21 1 35 2 24
min=1

maks = 35

21 1 5 2 24




procedure MinMaks2 (input A :

output min, maks

{ Mencari nilai maksimum dan minimum di dalam tabel A yang berukuran n

elemen secara Divide and Conquer.
Masukan:

TabelInt,

i, 3 3
: integer)

integer,

tabel A yang sudah terdefinisi elemen-elemennya

Keluaran: nilai maksimum dan nilai minimum tabel
}
Deklarasi
minl, min2, maksl, maks2 : integer
Algoritma:
if i=3j then { 1 elemen }
min<—A;
maks<—A;
else
if (1 = j-1) then { 2 elemen }
if A; < Ay then
maks<—A;
min<—A;
else
maks<—A;
min<—A;
endif
else { lebih dari 2 elemen }
k< (i+3j) div 2 { bagidua tabel pada posisi k }
MinMaks2 (A, i, k, minl, maksl)
MinMaks2 (A, k+1, j, min2, maks2)

if minl < min2 then
min<minl
else
min<—min?2
endif
1f maksl<maks2 then
maks<maks?2
else
maks<maks?2
endif




N
gomp‘e!snas WaEtu asimptotik:

0 ,n=1
T(n) =+ 1 ,n=2
2T(n/2)+2 ,n>2

Penyelesaian:
Asumsi: n = 2%, dengan k bilangan bulat positif, maka

T(n) =2T(n/2) + 2
=2(2T(n/4) +2)+2=4T(n/4) + 4 + 2
=4T(2T(n/8) +2)+4+2=8T(n/8) +8+4 + 2

=211+ Y2

=114 2
=n/f2+n-2
=3n/2 -2
=0(n)



sl secara brute force :
T(n) =2n -2

s2 secara divide and conquer:
T(n)=3n/2 -2

mangk

Gguer.

s dengan metdoe Divide and




2. Mencari Pasangan Titik yang
Jaraknya Terdekat (Closest

Pair)

Persoalan: Diberikan himpunan
titik, P, yang terdiri dari n buah
titik, (x;, y;), pada bidang 2-D.
Tentukan jarak terdekat antara
dua buah titik di dalam
himpunan P.




>

X
Jarak dua buah titik p, = (X, y,) dan p, = (X,, Y,):

d = \/(Xl o X2)2 T (y1 _ yz)2




Penyelesalan dengan Algoritma
Brute Force

m Hitung jarak setiap pasang titik.
Ada sebanyak

C(n, 2) =n(n-1)/2
pasangan titik

= Pilinh pasangan titik yang
mempunyail jarak terkecil.

s Kompleksitas algoritma adalah
O(n?).



Penyelesaian dengan Divide
and Conquer

m Asumsi: n = 2k dan titik-titik
diurut berdasarkan absis (x).

m Algoritma Closest Pair:

1. SOLVE: jlka n = 2, maka
jarak kedua

titik dihitung langsung
dengan rumus
Euclidean.




DIVIDE: Bagi himpunan titik ke dalam dua
gegicn, P dan P, setiap bagian
MEmpPUNyail jumlah titik yang sama.

{
Ps
{
P, °
Py
o o
P, Pe
{
° Pg
P, o
P7
|
P e PRight X



\ | . .
SCONOUER: Secara rekursif, terapkan algoritma D-and-
SaEa masing-masing bagian.
|

l?3~; angan titik terdekat terdapat di bagian P .
b): Pasangan titik terdekat terdapat di bagian Py,
&) P ngan titik terdekat dipisahkan oleh garls batas L,

ke®asusnya adalah (c), maka lakukan tahap
MBINE untuk mendapatkan jarak dua titik terdekat
| solusi persoalan semula.




eft«
P=RIOW

FindClos
FindC¥0s

d
& % %

\ b v -
\\‘ a]_’ll
engan J
terkecil
{__*****

endif

losestPair2 (input P: SetOfPoint, n
output delta real)

integer,
terdekat sepasang titik di dalam himpunan P. }
eltaRight

real

n

jarak kedua titik dengan rumus Euclidean

Pis P2 s+« r Pnys }

{pn/2+1r Pn/2+2 7 ++-r Pn }
stPair2 (P-Left, n/2, DeltalLeft)
stPair2 (P-Right, n/2, DeltaRight)
inimum (DeltaLeft, DeltaRight)
*******************7('*********************************__}
apakah terdapat titik p; di P-Left dan p, di P-Right
rak (p1, p:) < delta. Jika ada, set delta dengan jarak
tersebut.

*****************************************************__}




m Jika terdapat pasangan titik p, and p, yang
jaraknya lebih kecil dari delta, maka
kasusnya adalah:

(1) Absis x dari p, dan p, berbeda paling
banyak sebesar delta.

(i) Ordinat y dari p, dan p, berbeda paling
banyak sebesar delta.



m Ini berarti p, and p, adalah sepasang titik yang
berada di daerah sekitar garis vertikal L:




Oleh karena itu, implementasi
tahap COMBINE sbb:

() Temukan semua titik di P, + Yang
memiliki absis X minimal X, _ geita:

(il ) Temukan semua titik di Pgi e Yang
memiliki absis x maksimal X | », geita:

Sebut semua titik-titik yang ditemukan pada

langkah (i) dan (ii) tersebut sebagai
himpunanP;, yang berisi s buabh titik.

Urut titik-titik tersebut dalam urutan absis y
yang menaik. Misalkan q1, g2, ..., gs
menyatakan hasil pengurutan.




"

Langkah COMBINE:

for 1«1 to s do
for j«i+l to s do
exit when (|g;.x - g5.x | > Delta or |[g;.y — g5.y | > Delta
if jarak (g;, gy) < Delta then
Delta <« jarak(g;, q3) { dihitung dengan rumus Euclidean }
endif
endfor
endfor




Kompleksitas algoritma:

2T(n/2)+cn ,n>2

T(n) =+
(n) a n=2

\

Solusi dari persamaan di atas adalah T(n) = O(n log n).



3. Algoritma Pengurutan dengan
Metode Divide and Conqguer

"‘ .

..g (_,.(."

" h »

R 4 e 4 v
o

r_B _r,'c.'é re Sort (input/output A : TabellInt, input n : integer)

k. %433#§ir gurutkan tabel A dengan metode Divide and Conquer
sukan: Tabel A dengan n elemen
Keluar® Tabel A yang terurut

}
Algoritma:

an(A) > 1 then
i/A menjadi dua bagian, Al dan A2, masing-masing berukuran nl
g¢8n n2 (n = nl + n2)

Sort (Al, nl) { urut bagian kiri yang berukuran nl elemen }
Sort (A2, n2) { urut bagian kanan yang berukuran nZ elemen }

Cf bine (A1, A2, A) { gabung hasil pengurutan bagian kiri dan
bagian kanan }




12 (3 |9 |1 |21|5 |2

4 1123 |9 A2 |1 |21|5

3 14 |9 |12 A2 |1 |2 |5

21

112 |3 (4 |5 |9 |12]|21

rut-gabung (Merge Sort)
rut-sisip (Insertion Sort)




embagi, mudah menggabung (hard split/easy join)
dibagidua berdasarkan nilai elemennya. Misalkan

elemen Al < elemen-elemen A2.

4 12 |3 |1 A2 |9 |21|5 |12
112 |3 |4 A2 |5 |9 |12|21
112 |3 |4 12 | 21




(a) Merge Sort

Algenitugia:

asus n > 1, maka
I\)IDE bagl tabel A menjadl dua baglan

(c) MERGE.: gabung hasil pengurutan kedua
bagian sehingga diperoleh tabel A yang terurut.




Contoh Merge:

Al A2
111324 15]2
1 13|24 1512
1 13|24 1527
1 1324 15] 2
1 |13 ]2 15121
1 13|24 15121

1<2-1

2<13 52

13<15-13

1524515

242124

21>

13

13

15

13

15

24

13

15

24

21




Isalkan tabel A berisi elemen-elemen berikut:

12 23 9 21 1 5 2

QUER, dan SOLVE:

12 23 9 21 1 5 2

12 23 9 21 1 5 2

12 23 9 21 1 5 2

H
N
N
w
[©
N
H
(=
[83]
N

12 9 23 1 21 2 5

9 12 23 1 2 5 21




procedure MergeSort (input/output A : Tabellnt, input i, ]

{ Mengurutkan tabel A[i..j] dengan algoritma Merge Sort
Masukan: Tabel A dengan n elemen
Keluaran: Tabel A yang terurut
]
Deklarasi:
k : integer

Algoritma:
if 1 < j then { Ukuran(a)> 1}
ke (1+]) div 2
MergeSort (A, 1, k)
MergeSort (A, k+1, 7J)
Merge (R, 1, k, J)
endif

: 1nteger)




edur Merge:

edure Merge (input/output A : TabelInt, input kiri, tengah, kanan :
nteger)

2nggabung tabel A[kiri..tengah] dan tabel A[tengah+1..kanan]

enjadi tabel A[kiri..kanan] yang terurut menaik.

asukan : Alkiri..tengah] dan tabel Al[tengah+1..kanan] yvang sudah
erurut menaik.

>Juaran: A[kiri..kanan] yang terurut menaik.

arasi
3 : TabelInt
, kidall, kidal2 : integer

Algoritma:
idall<«—kiri { Alkiri .. tengah] }
idal2«-tengah + 1 { Al[tengah+1 .. kanan] }
< kiri
vhile (kidall < tengah) and (kidal2 < kanan) do
if Axigain < Axiga1z then
Bi<—Akidgal1
kidall<«-kidall + 1
else
Bi<—Axiqal2
kidal2<«-kidal2 + 1
endif
i«—i + 1
endwhile
kidall > tengah or kidalZ2 > kanan }

salin sisa A bagian kiri ke B, jika ada }
vhile (kidall < tengah) do
Bi<—Axigai1
kidall<«-kidall + 1
i<«—i + 1
endwhile
kidall > tengah }

salin sisa A bagian kanan ke B, jika ada }
vhile (kidal2 < kanan) do

Bi<—Axigal2

kidal2<«-kidal2 + 1

ie—i + 1

ndwhile

kidal2 > kanan }

salin kembali elemen—-elemen tabel B ke A }
or i<«-kiri to kanan do

A;<B;
endfor
diperoleh tabel A yang terurut membesar }




tas waktu:

a ,n=1
(n/2)+cn ,n>1



Penyelesaian:

T(n) = 2T(n/2) + cn
=2(2T(n/4) + cn/2) + cn = 4T(n/4) + 2cn
= 4(2T(n/8) + cn/4) + 2cn = 8T(n/8) + 3cn
- 2 T(/2) +ken

Berhenti jika ukuran tabel terkecil, n = 1:
n/2*=1 -k ="logn

sehingga
T(n) =nT(1) + cn “log n

=na+cn “logn
=0(n “log n)



(b) Insertion Sort

cedwre InseftionSort (input/output A : Tabellnt,
N 1 input i, j : integer)
an [tabel A[i..j] dengan algoritma Insertion Sort.
Tabel A dengan n elemen
Tabel A yang terurut

{ Ukuran(A)> 1}

sertionSort (A, i, k)
InsertionSort (A, k+1, 7)
Merge (A, &, k, J)




rtionSort (input/output A : Tabellnt,
input i1, J : integer)
abel A[i..j] dengan algoritma Insertion Sort.

{ Ukuran(A)> 1}




Misalkan tabel A berisi elemen-elemen berikut:

12 23 9 21 1 5 2
NQUER, dan SOLVE::
12 3 9 1 21 5 2
12 3 9 1 21 5 2
12 3 9 1 21 5 2
12 3 9 1 21 5 2
12 3 9 1 21 5 2
12 3 9 1 21 5 2
12 3 9 1 21 5 2
12 3 9 1 21 5 2
2 3 9 1 21 5 2



3 9 1 21 5
12 9 1 21 >
9 12 1 21 >
4 9 12 21 5
4 9 12 21 5
4 5 9 12 21
3 4 5 9 12




as waktu algoritma Insertion Sort:

a ,n=1
T(h-1)+cn ,n>1
Penyelesaian:

T(n)=cn+T(n-1)
=cn+{c-(n-1)+T(n-2)}
=cn+ce(n-1)+{c-(n-2)+T(n-3)}
cntc-(n-1)+c-(n-2)+{c(n-3)+T(n-4) }

cn+c-(n-1)+cn-2)+c(n-3)+...+c2+T(1)
=¢{n+(n-1)+(n-2)+(n-3)+..+2}+a
=¢e{(n-1)(n+2)2}+a

=cn?/2+cnf2 +(a—c)

= 0(n’)




