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FUNGSI EKSPONEN UMUM

Fungsi 𝑓 𝑥 = 𝑎𝑥, 𝑎 > 0 disebut juga fungsi eksponen umum

𝐷𝑥 𝑎𝑥 = 𝑎𝑥 ln 𝑎

Jika 𝑢 = 𝑢(𝑥), maka

𝐷𝑥 𝑎𝑢 = 𝑎𝑢𝑢′ ln 𝑎

Contoh: Hitung turunan dari 𝑓 𝑥 = 5(2𝑥
3+1)

𝑓′ 𝑥 = 5(2𝑥
3+1) ln 5 𝐷𝑥(2𝑥

3+1) = 5(2𝑥
3+1) ln 5 . 6𝑥 = 6𝑥 5(2𝑥

3+1) ln 5

Latihan 

1. 𝑓 𝑥 = 3 𝑥

2. 𝑓 𝑥 = 𝑥4 + 2 5 + 5𝑥
4+2

3. 𝑓 𝑥 = 32𝑥+1 + 2sin 2𝑥



TEKNIK PENGINTEGRALAN
Beberapa sifat pengintegralan

𝑘׬ 𝑑𝑢 = 𝑘𝑢 + 𝐶

𝑢𝑟׬ 𝑑𝑢 = ቐ
𝑢𝑟+1

𝑟+1
+ 𝐶

ln 𝑢

𝑟 ≠ −1
𝑟 = −1

׬ 𝑒𝑢 𝑑𝑢 = 𝑒𝑢 + 𝐶

𝑎𝑢׬ 𝑑𝑢 =
𝑎𝑢

ln 𝑎
+ 𝐶, 𝑎 ≠ 1, 𝑎 > 0

Contoh

3𝑢𝑑𝑢׬ =
3𝑢

ln 3
+ 𝐶

Latihan

Tentukan 𝑔׬ 𝑎 𝑑𝑎 untuk fungsi 𝑔 𝑎 berikut ini

1. 𝑔 𝑎 =
5

𝑎5
−

3

𝑎3

2. 𝑔 𝑎 =
2𝑎5−3𝑎4+4𝑎3

2𝑎4

3. 𝑔 𝑎 =
3𝑎

𝑎2+10

𝑥2𝑥׬ .4
2
𝑑𝑥 =



INTEGRAL TRIGONOMETRI

׬ sin 𝑥 𝑑𝑥 = −cos 𝑥 + 𝐶

cos׬ 𝑥 𝑑𝑥 = sin 𝑥 + 𝐶

׬ sinn 𝑥 𝑑𝑥 dan ׬ cosn 𝑥 𝑑𝑥

Jika (n ganjil)

Contoh:

Tentukan ׬ sin5 𝑥 𝑑𝑥

Jawab:

׬ sin5 𝑥 𝑑𝑥 = ׬ sin4 𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥 = ׬ 1 − cos2 𝑥 2 sin 𝑥 𝑑𝑥 = ׬ 1 − 2 cos2 𝑥 + cos4 𝑥 sin 𝑥 𝑑𝑥

Misal: 𝑢 = cos 𝑥 maka 𝑑𝑢 = − sin 𝑥 𝑑𝑥

Diselesaikan

Sifat Trigonometri

1. cos2 𝑥 + sin2 𝑥 = 1

2. sin 2𝑥 = 2 sin 𝑥 cos 𝑥

3. cos 2𝑥 = cos2 𝑥 − sin2 𝑥

4. cos 2𝑥 = 2 cos2 𝑥 − 1

5. cos 2𝑥 = 1 − 2 sin2 𝑥

6. 1 + tan2 𝑥 = sec2 𝑥

7. 1 + cot2 𝑥 = csc2 𝑥



INTEGRAL TRIGONOMETRI

Jika (n genap)

Contoh: Tentukan ׬ cos4 𝑥 𝑑𝑥

Jawab:

׬ cos4 𝑥 𝑑𝑥 = ׬
1+cos 2𝑥

2

2
𝑑𝑥 =

1

4
׬ 1 + 2 cos 2𝑥 + cos2 2𝑥 𝑑𝑥

Diselesaikan

Sifat Trigonometri

1. cos2 𝑥 + sin2 𝑥 = 1

2. sin 2𝑥 = 2 sin 𝑥 cos 𝑥

3. cos 2𝑥 = cos2 𝑥 − sin2 𝑥

4. cos 2𝑥 = 2 cos2 𝑥 − 1

5. cos 2𝑥 = 1 − 2 sin2 𝑥



INTEGRAL TRIGONOMETRI

׬ sin𝑚𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥, ׬ sin𝑚𝑥 sin 𝑛𝑥 𝑑𝑥, ׬ cos𝑚𝑥 cos 𝑛𝑥 𝑑𝑥

Ingat kesamaan:  sin𝑚𝑥 cos 𝑛𝑥 =
1

2
sin 𝑚 + 𝑛 𝑥 + sin 𝑚 − 𝑛 𝑥

cos𝑚𝑥 cos 𝑛𝑥 =
1

2
cos 𝑚 + 𝑛 𝑥 + cos 𝑚 − 𝑛 𝑥

sin𝑚𝑥 sin 𝑛𝑥 = −
1

2
cos 𝑚 + 𝑛 𝑥 − cos 𝑚 − 𝑛 𝑥

Contoh: Tentukan ׬ sin 4𝑥 cos 5𝑥 𝑑𝑥

׬ sin 4𝑥 cos 5𝑥 𝑑𝑥 =
1

2
׬ sin 4𝑥 + 5𝑥 + sin 4𝑥 − 5𝑥 𝑑𝑥

Selesaikan



LATIHAN

Tentukan integral dari fungsi trigonometri berikut ini

1. ℎ 𝑥 = 3 sin 𝑥 − 2 cos 𝑥

2. 𝑘 𝑎 = sin 3𝑥 cos 3𝑎

3. 𝑓 𝑥 = 𝑥 cos4 𝑥2 sin 𝑥2

4. 𝑓 𝑥 = cos 6𝑥 sin 4𝑥

5. 𝑔 𝑏 = sin4 3𝑏

6. 𝑙 𝑥 = cos3 𝑥



INVERS TRIGONOMETRI

𝑦 = sin 𝑥 fungsi inversnya adalah 𝑦 = sin−1𝑥

Tentukan nilai berikut ini

a. sin−1
2

2
= b. cos−1 −

1

2
= c. cos(cos−10,6) =



INVERS TRIGONOMETRI

𝑦 = sin−1 𝑥 → 𝑦′ =
1

1 − 𝑥2
, −1 < 𝑥 < 1 න

1

1 − 𝑥2
𝑑𝑥 = sin−1 𝑥 + 𝐶

𝑦 = cos 𝑥 → 𝑦′ =
−1

1 − 𝑥2
, −1 < 𝑥 < 1 න

−1

1 − 𝑥2
𝑑𝑥 = cos−1 𝑥 + 𝐶

𝑦 = tan−1 𝑥 → 𝑦′ =
1

1 + 𝑥2 න
1

1 + 𝑥2
𝑑𝑥 = tan−1 𝑥 + 𝐶

𝑦 = sec−1 𝑥 → 𝑦′ =
1

𝑥 𝑥2 − 1
, 𝒙 > 𝟏 න

1

𝑥 𝑥2 − 1
𝑑𝑥 = sec−1 𝑥 + 𝐶



LATIHAN

Tentukan turunan dari fungsi berikut ini

1. 𝑓 𝑥 = cos−1(2𝑥2)

2. 𝑓 𝑥 = sin−1(3𝑥 − 1)

3. 𝑓 𝑥 = (tan−1𝑥)3

4. 𝑓 𝑥 = sec−1(𝑥)3

Tentukan integral dari fungsi berikut ini

׬ .1
1

4−𝑥2
𝑑𝑥 =

׬ .2
3

5−9𝑥2
𝑑𝑥 =

׬ .3
𝑒𝑥

4+9𝑒2𝑥
𝑑𝑥 =

׬ .4
1

𝑥 𝑥2−9
𝑑𝑥 =



SUBSTITUSI YANG MERASIONALKAN
Integran yang memuat

𝒏
𝒂𝒙 + 𝒃

Apabila di dalam integran ada bentuk
𝑛
𝑎𝑥 + 𝑏 substitusi 𝑢 =

𝑛
𝑎𝑥 + 𝑏, dapat

merasionalkan integran.

Contoh:

Tentukan ׬
𝑡𝑑𝑡

2𝑡+7

Jawab:׬
𝑡𝑑𝑡

2𝑡+7

Misal 𝑢 = 2𝑡 + 7 ↔ 𝑢2 = 2𝑡 + 7 ↔ 2𝑢𝑑𝑢 = 2𝑑𝑡 dan 𝑡 =
𝑢2−7

2

Diselesaikan



SUBSTITUSI YANG MERASIONALKAN

Integran yang mengandung 𝒂𝟐 − 𝒙𝟐, 𝒂𝟐 + 𝒙𝟐, dan 𝒙𝟐 − 𝒂𝟐, untuk merasionalkan
bentuk akar-akar tersebut kita gunakan masing-masing subsitusi berikut:

𝑥 = 𝑎 sin 𝑡

𝑥 = 𝑎 tan 𝑡

𝑥 = 𝑎 sec 𝑡

Untuk melihat akibat subtitusi tersebut, perhatikanlah bahwa:

𝑎2 − 𝑥2 = 𝑎2 − 𝑎2 sin2 𝑡 = 𝑎2 1 − sin2 𝑡 = 𝑎2 cos2 𝑡

𝑎2 + 𝑥2 = 𝑎2 − 𝑎2 tan2 𝑡 = 𝑎2 1+tan2 𝑡 = 𝑎2 sec2 𝑡

𝑥2 − 𝑎2 = 𝑎2 sec2 𝑡 − 𝑎2 −= 𝑎2 sec2 𝑡 − 1 = 𝑎2 tan2 𝑡



SUBSTITUSI YANG MERASIONALKAN

Apabila daerah asal dibatasi sedemikian rupa sehingga substitusi (1), (2), dan (3) 
memiliki invers, maka

𝑎2 − 𝑥2 = 𝑎 cos 𝑡 = acos 𝑡(sebab −
𝜋

2
≤ 𝑡 ≤

𝜋

2
) 

𝑎2 + 𝑥2 = 𝑎 sec 𝑡 = asec 𝑡(sebab −
𝜋

2
< 𝑡 <

𝜋

2
)

𝑎2 − 𝑥2 = 𝑎 cos 𝑡 = acos 𝑡(sebab 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋, 𝑡 ≠
𝜋

2
)

Contoh Tentukan ׬ 𝑎2 − 𝑥2 𝑑𝑥

Jawab: Kita gunakan substitusi 𝑥 = 𝑎 sin 𝑡, 



SUBSTITUSI YANG MERASIONALKAN

Contoh Tentukan ׬ 𝑎2 − 𝑥2 𝑑𝑥

Jawab: Kita gunakan substitusi 𝑥 = 𝑎 sin 𝑡, 

Maka 𝑑𝑥 = 𝑎 cos 𝑡 𝑑𝑡 dan 𝑎2 − 𝑥2 = 𝑎 cos 𝑡. Sehingga

׬ 𝑎2 − 𝑥2 𝑑𝑥 = 𝑎׬ cos 𝑡 ∙ 𝑎 cos 𝑡 𝑑𝑡 = 𝑎2 ׬ cos2 𝑡 𝑑𝑡

=
𝑎2

2
׬ 1 + cos 2𝑡 𝑑𝑡 =

𝑎2

2
𝑡 +

1

2
sin 2𝑡 + 𝐶

=
𝑎2

2
𝑡 + sin 𝑡 cos 𝑡 + 𝐶



SUBSTITUSI YANG MERASIONALKAN

Oleh karena 𝑥 = 𝑎 sin 𝑡 ekivalen dengan Τ𝑥 𝑎 = sin 𝑡 dan oleh karena selang 𝑡
dibatasi sehingga sinus memiliki invers, maka

𝑡 = sin−1
𝑥

𝑎

Juga dengan sebuah kesamaan yaitu

cos 𝑡 = 1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑡 = 1 −
𝑥2

𝑎2
=

1

𝑎
𝑎2 − 𝑥2

Maka

׬ 𝑎2 − 𝑥2 𝑑𝑥 =
𝑎2

2
𝑡 + sin 𝑡 cos 𝑡 + 𝐶 =

𝑎2

2
sin−1

𝑥

𝑎
+

𝑥

2
𝑎2 − 𝑥2 + 𝐶



LATIHAN

𝑥׬ .1 𝑥 − 1𝑑𝑥

𝑥3׬ .2 𝑥 − 4𝑑𝑥

׬ .3
𝑑𝑥

9+𝑥2
𝑑𝑥

׬ .4
𝑥2−4

𝑥
𝑑𝑥

׬ .5
𝑑𝑥

𝑥2+2𝑥+26


