Integral Lipat Tiga

v" Untuk fungsi tiga variabel.

v' Analog dengan integral lipat dua, integral lipat tiga pada
daerah

B={(x,y,z)|a£x£b,c£y£d,r£z£s}

v Jika fungsi f kontinu pada daerah B, maka

bd s

”_ff(x,y,z)dv = “_[f(x,y,Z)dzdydx

a cr

v Teorema Fubini juga berlaku.



Hitung: [[[8xvzdr, B=[2.3]x[12]x[0.1]
B
Jawab: J‘g 8xyzdlV = J‘: f j; 8xvz dz dx dy
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v" Seperti halnya integral lipat dua, integral lipat tiga dapat juga

berlaku pada daerah umum E.

l.JenisI E = {(x,y,z) | (x,¥) e Dyu;(x,y) <z <u, (X,J’)}

Jadi

jyf(x,y,z)drfzg

Daerah D dapat berupa (Ingat integral lipat dua):

_u2 (X,y)

I f(x,y,z)dz

_ul (X,y)

1). Segiempat, D= {(x,y) |a< x<b,c <y <d}.
2). Daerah jenis , D= {(x,y) |a<x<b, g,(x) <y <g,(x)}.
3). Daerah jenis II, D= {(x,y) |c <y <d, h,(y) <x < h,(y)}.

dA.
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E = {(x,y,z) | (x,y)eD,u,(x,y)<z< uz(x,y)}

12
z=uﬂ|:;r,_)f)




Contoh: J‘J‘J‘ 2'vdl, dimana E adalah daerah di bawah
” bidang 2x+3y +z =6 pada
Kuadran pertama

Hitung




0<z<6-2x-3y

0<x<3 3
0Sx<——y+3
, g)
0£;£—§x+2 0<y<2
6 2x-3y
J‘J‘J‘h AV = JJ[ 21dz}d4
E D
=J‘J‘ 2,};‘2‘2_21_“ dA
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2. Jenis 11

E = {(x,y,z) | (x,2) € Dyuy(x,z) £ y <uy(x, Z)}
D dapat berupa (1), (2) dan (3) seperti di jenis 1.

y = (x.2)

ﬂﬂﬂﬂﬂﬂ

y=u,(xz)




Contoh: Hitung J‘J"\/31~2+322 dv

dimana E adalah benda pejal yang dibatasi oleh

y=2x"+2z" dan bidang y =8
2x* +2z7 =8 = Y 4+ =4

X=7rcos@
z=rsmné

2x” +2z° <y <8
0<rs?2

0<6<2x
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S
2x7+222
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[[[V3x* +322 av = [[\/3 (8r~2r*)dA
E D
= ﬁf{jr J‘;(SF —2r° ) rdrdt
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3.Jenis III

E={x,v,2)|(7,2) € D,u;(y,2) < x <u,(,2)}
D dapat berupa (1), (2) dan (3) sepert1 di Jenis I.

- Z

x=uy(.2)

13



Contoh: Hitung volume daerah yang terletak di belakang

bidang x+ y + z =8 dan di depan bidang yz yang

- - 3 3
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- jj dV = JJ US dx]dA

J J‘h 4' 8—y—zdzdy
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16.8 Integral Lipat Tiga dalam Koordinat Silinder dan
Koordinat Bola.

Koordinat Silinder
Dalam koordinat silinder, titik P(x,y,z) dikonversi ke titik P(7,0,z).

Z A
X =7rcosé
y=rsint
P(r, 6, 2)
zZ=2z

dV =rdzdrd@ @e/\\z
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Misal f/ kontinu pada

E dan

E={(x,y.2)| (x,y) € D,u;(x,) £ 2 Sup (x, )]
dengan D diberikan dalam koordinat polar oleh

D={r,0)|a<6<B,h0) <r<h(6)

jgf(x,y,z)d\Eg

RXC

I f(x,y,z)dz

| (0

dA

dikonversi dari koordinat siku - siku ke koordinat

silinder sebagai berikut :
S hy(0)u,(rcosd,rsinf)

| l |reeyaav=| |

a h (0)u(rcosd,rsind)

j £(rcos,rsin 0, 2)rdzdrd
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Contoh: Hitung _m vdVdimana E adalah daerah di
bawah bjifdang z=x+2 dan di atas bidang xy

serta di antarasilinder x*+y° =1 dan

X’ -|—y2 =4
Jawab: 0=5z5x+2 = 0<7<prcos@+?2
0052 1<r<?2

J‘JE‘J‘ VAV = JA:E JAIE JA;‘casﬂ—z(F'SinH)r Py

= J‘D' L r*sin@(rcos@+2)drdo
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Contoh: Konversi integral berikut ke koordinat silindris

J.J D\ME J S ydzdrdy

.TE +‘1'2
Jawab: 1<y <1 T ep<t
2 2
0<x<q1-y° 0<r<1
v+ P <z<
1 pof1=1? o yfx?+y?
I J‘ J‘ ., Xyzdzdxdy
-140 Xx“+y° i i

(™ ;2 f*(rcos9)(}*si1’19)zdzdrd9

v —;T...";E JOJF

e 7/2 Al pr

= zr’ cos@sin @dzdrdf

= —;TJ-"fz v () F‘E




Koordinat Bola 21

A

> P(x, y,2)=P(p, 6, 0)

Perhatikan A OPP’ : ‘
zZ=p C?S 1] ®
r=pSin @ >
Q)
. X 0
X= psmecosd
y=psin@smé P’
X Y
Xyt =p’
0 =0
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Perhatikan A OP'P"':

X =rcosf ; karena r = psin ¢, maka
= psin@cosf

y=rsiné ; karena r = psin ¢, maka
=rsin@cosf

p’=r’+z> ;AOPP
=x"+y°+z° . =x>+y° (AOP'P")

~
Persamaan Bola dengan p jari-jari bola

o

o jarak titik asal ke P.

@ :sudut antara sumbu - x dengan OP".

@ :sudut antara sumbu - z positif dengan OP.
0200<p<r.
E={(p,0,p)|a<p<ba<f<B5<p<y|
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Dalam Koordinat Polar :

dA =rd@ dr

Dalam Koordinat Bola (Keterangan pada halaman 489)

AV = Ap(pAp)(p,; sin g, AD)
—— « _

tinggi Luas Alas

dV =p’sinpdpdfdo

Jadi, konversi dar1 koordinat siku-siku ke koordinat bola

jjjf(xay, Z)CI'V=]‘fjif(,osingocosé’,,osingosiné’,,ocosgo)p2 sinpdp dfdg
E

oaa
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Contoh: Hitung J‘J‘J‘h’izdlf’
E

dimana E adalah setengah bola x* +y* +z° =1

bagian atas

Jawab: Osp=l
0<6<2x
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J‘J‘J‘162 dV = J‘EJ‘@MJ‘LPE sin@(l6pcos@)dpdbfde
E

- JE[7 80 sino)dpdode
= J‘EJ‘;E2 sin (2¢)d@dg
= J‘E 4rsin(2¢)dg

=27 cos(2qo)E

=47
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Contoh: konversi integral berikut ke koordinat bola

=

3 JE‘!—}‘L JIS—IE—J-‘E ,,, 5 5
J‘ J‘ J‘ X"+ v +z dzdxdy
040 T4y

Jawab:
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pcos@p =3
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Z =T

PCOSP = PSIN Q@

l=tang

= J‘;m J‘:E J‘;ﬁ ptsingpdpdfde

= )—ﬂ.
f 4

X'+ y 4+ 20 dzdxdy
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Tugas 1.

Tugas 2.

Tugas 3.

Hitung HJ.12xyzz3dV

E
dengan E ={(x, y,2)| -1<x<2,0<y<3,0<z<2}
Misalkan E adalah daerah pada oktan pertama yang

dibatasi y° +z° =1,y = xdan x = 0.
Hitunglah j j j zdV.
E

Gunakan integral lipat tiga untuk mencari volume
benda pejal yang dibatasi silinder x° + y? = 9 dan
bidang z =/ danx + z = 5.
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Tugas 4.

Misalkan E terletak dalamsilinder x* + y° =16 dan di antara
bidang —bidang z =-5dan z = 4.

Hitung IH x> +y*dV.
E

Tugas 5.

Hitung I j j(x3 +xy°)dV, dengan E adalah benda pejal di oktan pertama
E

2

yang terletak di bawah paraboloid z =1—x* — y°.

Tugas .

Hitung I j j ydV,dengan FE adalah benda pejal yang terletak diantara silinder -
E

silinder x* + y* =1dan x” + y° =4, di atas bidang - xy dan di bawah bidang
z=Xx+2.
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