Teknik Pengintegralan

1. Pengintegralan dengan substitusi

fkduzku+C
ur+1
furduz —r+1+C r#1
r=1
In|u|

fe”duze”+C

au
ja“du:—+C,a¢1,a>0
Ina

fsinxdxz—cosx+C
fcosxdx=sinx+€
fseczxdx=tanx+6
fcsczxdxz—cotx+C
fsecxtanxdxzsecx+C
fcscxcotxdx=—cscx+C
ftanxdx=—1n|c05x|+C

fcotx dx = In|sinu| + C

2. Beberapa integral trigonometri
a. [sin"™xdx dan [ cos" xdx
Jika (n ganjil)
Contoh:
Tentukan [ sin® x dx
Jawab:

fsinSxdx =Jsin4xsinxdx = j(l —cos?x)?sinxdx = f(l — 2 cos? x + cos* x) sinx dx

Misal: u = cos x maka du = —sinx dx

2
=—f(1—2u2+u4)du=—<u—§u3+

Substitusi u = cosx

2

5

1
gus) +C

3 1 5
CcoS X +§cos x+-=cos’>x+C
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Jika (n genap)
Contoh:
Tentukan [ cos* x dx

Jawab:
4 1+ cos 2x\? 1 )
fcos xdx=f<T> dx=1f(1+20052x+cos 2x) dx
—1f 1+ 2cos2 +(1+C°S4x) d —1f(1+2 2042+ 2 4)d
=1 cos 2x > x=7 cos2x + > + > cosx | dx

3 1 3 ) 1 .
—f(z+2c052x+zcos4x>dx—Zx+sm2x+§sm4x+C

[ sinmx cosnx dx, [ sinmx sinnx dx, [ cosmx cos nx dx
Ingat kesamaan:

1
sinmx cosnx = 5 [sin(m + n)x + sin(m — n)x]
1
cosmx cosnx = [cos(m + n)x + cos(m — n)x]
. : 1 . .
sinmx sinnx = -3 [sin(m 4+ n)x — sin(m — n)x]

Contoh:
Tentukan [ sin 4x cos 5x dx

Jawab:

1 1
-f sin4x cos5x dx = Ef(sin(élx + 5x) + sin(4x — 5x)) dx = > U sin9x dx + f sin(—x) dx]
1

1/ 1 1 1
=E<_§C059x> +§(cosx) = —1—8cos9x +§cosx +C

Substitusi yang Merasionalkan
Integran yang memuat Vax + b
Apabila di dalam integran ada bentuk Yax + b substitusi u = Vax + b, dapat merasionalkan

integran.
Contoh:

tdt
Tentukan [ Nirzs
Jawab:

J’ tdt
V2t + 7

2_
Misalu = V2t + 7 & u? =2t+7<—>2udu=2dtdant=u2—7
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us—7

udu -7 1 1 3
Zu :f du=—u3—7u+C=g(\/2t+7) —N2t+7+C

f tdt _ f
V2t +7 2 6

Integran yang mengandung Va? — x%, \/a? + x%, dan Vx% — a2, untuk merasionalkan bentuk
akar-akar tersebut kita gunakan masing-masing subsitusi berikut:

1. x =asint

2. x=atant
3. x=asect

Untuk melihat akibat subtitusi tersebut, perhatikanlah bahwa:

2 2

1. a®?—x?>=a®—a®sin’t = a?(1 —sin®t) = a® cos®t
2. a’?+x?>=a’—-a’tan’t = a®(1 +tan’t) = a®sec’t
3. x2—a?=a’sec’t—a’—=a’(sec’t—1) = a’tan’t

Apabila daerah asal dibatasi sedemikian rupa sehingga substitusi (1), (2), dan (3) memiliki invers,
maka

1. Va% — x% = a|cost| = acos t(sebab —% <t< %)
2. Va? + x?% = alsect| = asect(sebab —% <t< %)
3. Vx%+a?=altant| = +atant(sebab0 <t < m,t # %)

Contoh Tentukan [ Va? — x? dx

Jawab: Kita gunakan substitusi x = asint, — - <t <

N
N

Maka dx = a cos t dt danVa? — x? = a cost. Sehingga

a2
f az—xzdx=facost-acostdt=a2fcosztdt=7f(1+c052t)dt

aZ 2

1 a
=7<t+§sin2t)+C =7(t+sintcost) +C

Oleh karena x = asint ekivalen dengan */; = sint dan oleh karena selang t dibatasi sehingga
sinus memiliki invers, maka

X
t =sin~! (—)
a

KED



Juga dengan sebuah kesamaan yaitu

2

X X 1

cost = cos [sin_1 (—)] = [1-—5==+ a? — x2
a az a

Maka

2 2
a a X\ X
f a? —x2dx = —(t + sintcost) + C = —sin™! (—)+— al—-x2+¢C
2 2 a 2

Pengintegralan Parsial(teknik ini digunakan jika integran merupakan perkalian dua fungsi yang
berbeda jenis)

Formula:
fUdV=UV—deU
Contoh:
sz sinx dx
Jawab:
Misal U = x% maka dU = 2xdx dan dV = sinx dx maka V = — cos x, maka

Misal U = x maka du = dx dan dV = cosx dx makaV = sinx

sz sinx dx = —x?2 cosx+2[xsinx—fsinxdx] = —x2cosx + 2xsinx + 2cosx + C

Pengintegralan Fungsi Rasional
Contoh:

Tentukan fﬁ dx

Jawab:
Gunakan substitusiu = x + 1. Maka
[pdx=[mdu=—75+C=—Z+C
Penjabaran menjadi pecahan parsial
Contoh 1.
Tentukan fx22—1 dx
Jawab:
2 2 A B Ax—-1)+B(x+1) (A+B)x—A+B
xz—l:(x+1)(x—1)=x+1+x—1= x2—1 - x2—1
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2 (A+B)x—A+B
2.1 x2-1

Dengan menyamakan ruas kiri dan ruas kanan " maka diperoleh

A+ B =0dan-4+ B = 2maka diperoleh A = —1 dan B = 1, maka

2 -1 1
f dx:f( + )dx=—1n|x+1|+1n|x—1|+C

x2—1 x+1 x-—1
Contoh 2.
5x+7
Tentukan [ ————
Jawab:
5¢+7  5x+7 A N B Ax+2)+B Ax+ (2A+B)
x24+4x+4 (x+2)?2 x+2 (x+2)?2 (x+2)2  (x+2):?
.. 5x+7 _ Ax+(2A+B) .
Dengan menyamakan ruas kiri dan ruas kanan et Gi2? maka diperoleh

A =5dan 2A + B = 7 maka diperoleh B = —3, maka

5x+7 5 3 3
fmdx:f( )dx=51n|x+2|+_+c

x+2 (x+2)2 X+ 2
Contoh 3.
Tentukan fﬁ%d}f
Jawab:
2x% —3x — 36 A Bx+C A(x*+9)+Bx+C)2x—-1)
2x—DG2+9) 2x—1 2249 (2x — 1)(x% + 9)

_(A+2B)x* + (B+20)x +9A—C
B (2x — 1)(x2 +9)

2x2-3x—36 _ (A+2B)x2+(B+20)x+9A+C

2x—D)x249) (2x—1)(x249) maka

Dengan menyamakan ruas kiri dan ruas kanan

diperoleh

A+2B=2 ..(1)
B+2C=-3..(2)
94 — C = —36...(3)

Dari persamaan (1) diperoleh A = 2 — 2B..(4), substitusi (4) ke (3) diperoleh —18B — C = —54...(5).
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Eliminasi C dari persamaan (2) dan (3) diperoleh C = 3 substitusi ke persamaan (2) diperoleh
B = —9 dan substitusi ke persamaan (1) maka diperoleh A = 20, maka

2x* —3x —36 p _f( 20 +—9x+3)d _f 20 f 0 +f 34
2x— D2+ T ) a1 2249 )T ) 1Y T ) 219 T ) 219

— 101nf2x — 1] — 2l + 9] + tan~! (£) 4 €
2 3
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