KALKULUS I

_
‘ 7 } INTEGRAL
A 4

JUMLAH PERTEMUAN : 2 PERTEMUAN
TUJUAN INSTRUKSIONAL KHUSUS:
Memahami konsep dasar integral, teorema-teorema, sifat-sifat, notasi jumlah, fungsi transenden
dan teknik-teknik pengintegralan.
Materi
7.1 Anti Turunan
Definisi
F adalah suatu anti turunan dari f pada selang I jika DF = f pada I, jika F'(x) = f(x) untuk semua
x dalam [
Contoh:
Carilah suatu anti turunan dari fungsi f (x) = 3x2 pada (—o0, )
Penyelesaian:
F’(x) = 3x2 untuk semua x rill maka F(x) = x3
Tetapi seharusnya F(x) = x3 + C.
Anti turunan dari suatu fungsi tidak tunggal, tapi perbedaannya berupa suatu bilangan konstan.
Anti turunan disebut juga Integral Tak Tentu.

Notasi:
ff(x)dx =F(x)+C

7.2 Sifat-sifat Integral Tak Tentu
1. Sifat yang diperoleh langsung dari turunan

a. [ldx=x+C

Ty = 2
b. [xTdx="—+Cr#1
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. [sinxdx =—cosx+C

O

o

. Jcosxdx =sinx+C

0]

. [sec?xdx =tanx +C

bl

Jesc?xdx = —cotx+C
Sifat kelinieran

a. [kf(x)dx =k [ f(x)dx, k adalah suatu konstanta
b. [[f(x)+g()]dx = [f(x)dx + [ g(x)dx
¢ JIf)—g)]dx=[f(x)dx— [g(x)dx

Contoh:

Hitung
J(4x3 + 3x%2 — 10)dx
Jawab:

f(4x3+3x2—10)dx=f4x3dx+f3x2dxf10dx=4fx3dx+3fx2dx—10f1dx
=x*+x3-10x+C

Integral dengan substitusi

Misal u = g(x), du = g'(x)dx, dan F suatu anti turunan dari f, maka

ff(g(x))g’(x) dx = ff(u)du =FW+c=F(gx))+c
Contoh:
Hitung [ sin(2x + 1) dx

Jawab:

Misalu=2x+1—>du=2dx—>dx=%du
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1 1 1
fsin(2x+1)dx=5fsinudu=z(—cosu)+C = —Ecos(2x+1)+C

Contoh:
Hitung [(x® + 1)1%x>dx
L1 03 12_ 1.3 11
Jawab: — x3+1 ™ x*+1+C
7.3 Notasi Sigma (}))

Notasi sigma (jumlah):

n n
Zai=a1+a2+---+an dan Zk:k+k+---+k:nk

i=1 =1
Sifat dan rumus sigma

1. Y (ka;+1b) =kYiia; +1X1b;

. n(n+1)
2. Yitii=—

. n(n+1)(2n+1)
3. Y, i?= —

. n(n+1) 2
4 Tim b= [ 2 ]

Contoh: Hitung

5
Z(3k2+2)
k=1
Jawab:
> > > 5(5+ 1)(2(5) + 1)
3k2+2)=3 ) k?+ 2=3< >+2+2+2+2+2 = 3(55) + 10
;( ) kzl kzl > ( ) = 3(55)

=175
7.4 Fungsi Transenden
1. Fungsi Logaritma Asli

Fungsi logaritma asli (In) didefinisikan sebagai:
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1.
2.

Maka turunan
X
D,[Inx] =D fldt —1
Llnx| =D, n =7
1

Secara umum, jika u = u(x) maka

u(x)
1 1du
Dx[lnu] =D, J ?dt = aa
1
Contoh:
Diberikan f(x) = In(4x? + 2) maka ' (x)?
Jawab:
') = Do(4x? +2) =
FO) = g P T ax?+2

Jikay =In|x|,x #0

= In| |_{ Inx ,x>0
y =Xl = In(—x) ,x <0

Untuk y = Inx makay' = i

Untuk y = In(—x) makay’ = :—i ==
d 1

Maka E(lnlxl) =< X#F 0

Dari sini diperoleh

1
f—dx =In|x|+C
X

Sifat-sifat In:
In1=0
In(ab) =lna+1Inb
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3. ln(%) =Ina—Inb

4. lna"=rla

Contoh: Hitung

[

x3+2 X

Jawab:

Misal u = x3 + 2 maka du = 3x2dx
J ~ - xzdu—ljld ~ Slnful + € = < Inlx® + 2] + €
B2 T Uz T3 Ty L =X

7.5 Fungsi Eksponen Asli
Invers dari fungsi logaritma natural disebut eksponen asli, notasi exp. Ditulis
y = exp(x) atau y =e”*
Definisi: Bilangan e adalah bilangan Real positif yang bersifatlne = 1.
Jadi

Dy(e*) = e*

Sehingga
fe" dx =e*+C

7.6 Fungsi Eksponen Umum
Fungsi f(x) = a*,a > 0 disebut juga fungsi eksponen umum
D,(a*) =a*Ina
Jikau = u(x), maka
D,(a*) = a*u'lna

Contoh:
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Hitung turunan dari f(x) = 5%@n*
Jawab:
f'(x) =5%"%sec?xIn5
7.7 Fungsi Invers Trigonometri

Invers dari fungsi sinus dan arcsinus atau ditulis

1

y=sin""x
D,(sin"tx) = ! o f ! dx =sin"'x+C
- ) Vi—=
y=sinTlx >y = ! f ! dx =sin"lx +C
i N
y=cosx >y = ! f 1 dx=cos lx+C
- N
-1 ' 1 — tan—1
y=tan "x >y =172 f1+x2dx_tan x+C
y=sec‘1x—>y’=; f;dxzsec‘1|x|+6
lx|Vx2 =1 xVx? -1
7.8 Teknik Pengintegralan
1. Pengintegralan dengan substitusi
fkdu=ku+C fsinxdx=—cosx+C
Ut _
furdu= r+—1+C :21 fcosxdx:smx+C
In|u|

fseczxdx=tanx+C
je”duze“+C
fcsczxdxz—cotx+C
au

fa“du=—+C,a¢1,a>0

Ina fsecxtanxdx=secx+C
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Jcscxcotxdx =—cscx+C
ftanxdx = —In|cosx|+ C

fcotx dx = In|sinu| + C

du 1 _1<|u|>+c _1(a>+c
— =—sec” | — =—cos |—
uvu? —a?2 a a lul

2. Beberapa integral trigonometri

a. [sin®xdx dan [ cos™xdx

Jika (n ganjil)
Contoh:
Tentukan [ sin® x dx

Jawab:
jsinsxdx = J sin* x sinx dx = J(l —cos?x)?sinxdx = f(l — 2cos? x + cos* x) sinx dx

Misal: u = cos x maka du = —sinx dx

2 1
=—f(1—2u2+u4)du=—(u—§u3+§u5>+C

Substitusi u = cosx

2 3 1 5
:—cosx+§cos x+§cos x+C
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Jika (n genap)
Contoh:

Tentukan [ cos* x dx

Jawab:
4 1+ cos 2x\? 1 .
fcos xdx=f<T) dx=1f(1+2C052x+cos 2x) dx
—1J 1+2 2 +(1+C054x) d —1f(1+2 2 +1+1 4 )d
=3 cos 2x 5 x =7 cos2x + o + - cos 4x | dx

3 1 3 : 1.
—f(1+2c052x+§cos4x>dx—Zx+sm2x+§sm4x+C

b. [sinmx cosnxdx, [ sinmxsinnxdx, [ cosmx cosnx dx

Ingat kesamaan:

sinmx cosnx = = [sin(m + n)x + sin(m — n)x]

N[ =

cos mx cosnx = = [cos(m + n)x + cos(m — n)x]

N =

1
sinmx sinnx = — 3 [sin(m + n)x — sin(m — n)x]
Contoh:

Tentukan [ sin 4x cos 5x dx

Jawab:

1 1
-f sin4x cos5x dx = Ef(sin(élx + 5x) + sin(4x — 5x)) dx = 5 U sin9x dx + f sin(—x) dx]

—1(1 9)+1( ) = ———cos9x +3 cosx +
—2 9COS X ) CoSXx) = 18COS X 2COSX
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3. Substitusi yang Merasionalkan
Integran yang memuat Vax + b
Apabila di dalam integran ada bentuk Yax + b substitusi u = Yax + b, dapat merasionalkan

integran.
Contoh:

tdt
Tentukan [ Norzs
Jawab:

f tdt
T

2_
Misalu = V2t +7 & u? = 2t + 7 & 2udu = 2dt dant =~

uZ

-7
udu uz—17 1 1 3
zu =f . du=gu3—7u+C=g(‘/2t+7) ~ 72t +7+C

tdt
f I+ 7 f
Integran yang mengandung m, \/m, dan m, untuk merasionalkan bentuk
akar-akar tersebut kita gunakan masing-masing subsitusi berikut:
1. x=asint

2. x =atant

3. x=asect
Untuk melihat akibat subtitusi tersebut, perhatikanlah bahwa:

1. a?—x?>=a?—a?sin?t = a®(1 —sin®t) = a® cos?t
2. a’?+x?>=a?—-a’tan’t = a?(1+tan?t) = a®sec?t

3. x2—a?=a’sec’t—a’—=a?(sec’t—1) =a’tan’t

Apabila daerah asal dibatasi sedemikian rupa sehingga substitusi (1), (2), dan (3) memiliki invers,

maka

1. Va? —x2 = a|cost| = acos t(sebab —% <t< g)
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2. Va? + x? = a|sect| = asect(sebab —% <t< g)

3. Vx?+a? =altant| = +atant(sebab0 <t <m,t # %)

Contoh Tentukan [ Va? — x2 dx

Jawab: Kita gunakan substitusi x = asint, — =<t <

NI
NI

Maka dx = acostdt danVa? — x%2 = acost. Sehingga

a2
j az—xzdx:facost-acostdtzazfcosztdt=7f(1+c052t)dt

a? 1 a? _
=7<t+§sm2t)+C =7(t+51ntcost)+C

Oleh karena x = asint ekivalen dengan ¥/, = sint dan oleh karena selang t dibatasi sehingga

sinus memiliki invers, maka

x
t =sin"?! (—)
a

Juga dengan sebuah kesamaan yaitu

x
cost = cos [sin‘1 (E)] =

Maka

2 2
a a X\ X
f az—xzdx:7(t+sintcost)+C=7sin‘1(5)+§ a?—x2+C
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4. Pengintegralan Parsial (teknik ini digunakan jika integran merupakan perkalian dua fungsi yang

berbeda jenis)

Formula:
JUdV=UV—JVdU
Contoh:
j x? sinx dx
Jawab:
Misal U = x? maka dU = 2xdx dan dV = sinx dx maka V = — cos x, maka
sz sinx dx = —x? cosx—f —cosx 2xdx = —x?cosx + 2 f x cos xdx

Misal U = x maka du = dx dan dV = cosx dx makaV = sinx

sz sinxdx = —x%cosx + 2 [xsinx —Jsinxdx] = —x%2cosx 4+ 2xsinx + 2cosx + C

5. Pengintegralan Fungsi Rasional

Contoh:

2
(x+1)3

Tentukan [ dx

Jawab:

Gunakan substitusiu = x + 1. Maka

2 2 2 1
f—dx—fﬁdu——ﬁ+C——m

(x+1)3 +C

Penjabaran menjadi pecahan parsial

Contoh 1.

KED



KALKULUS I

2

Tentukan [ ——dx
Jawab:
2 2 A B Ax—-1)+B(x+1) ((A+B)x—A+B
x2—1=(x+1)(x—1)=x+1+x—1= x?2 -1 - x?2-1
Dengan menyamakan ruas kiri dan ruas kanan x22—1 = (A+i)2x__1A+B maka diperoleh

A+ B =0dan-A + B = 2maka diperoleh A = —1 dan B = 1, maka

2 -1 1
fz—dx=f( +—)dx = —Inbx + 1] +Inx = 1] + €

x4 —1 x+1 x-—1
Contoh 2.
Tentukan fx25f427+4
Jawab:
5x+7 5x+7 A B Ax+2)+B Ax+ (2A+B)
x2+4x+4=(x+2)2=x+2+(x+2)2= (x +2)2 - (x +2)2

5x+7 __ Ax+(2A+B)
x2+4x+4 (x+2)2

Dengan menyamakan ruas kiri dan ruas kanan maka diperoleh

A =5dan 24 + B = 7 maka diperoleh B = —3, maka

j 5x+7d—J(5 3 )d—51|+2|+3+c
x2+4x+ 4 x= x+2 (x+2)2 X =omix x+2

Contoh 3.

2x%-3x-36
(2x-1)(x2+9)

Tentukan [ dx
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Jawab:

2x*—3x-36 A Bx+C A(x*+9)+ (Bx+C)(2x—1)
2x—DG2+9) 2xr—1 2249 2x — 12 +9)
(A+2B)x>+ (B+20)x+94A—-C
- (2x—1D(x2+9)

2x2-3x-36 _ (A+2B)x?+(B+2C)x+94+C

2x—D)(x2+9) (2x—1)(x2+9) maka

Dengan menyamakan ruas kiri dan ruas kanan

diperoleh

A+2B=2 ..(1)

B+2C=-3..(2)

94 — C = —36...(3)

Dari persamaan (1) diperoleh A = 2 — 2B..(4), substitusi (4) ke (3) diperoleh —18B — C = —54...(5).

Eliminasi C dari persamaan (2) dan (3) diperoleh C = 3 substitusi ke persamaan (2) diperoleh

B = —9 dan substitusi ke persamaan (1) maka diperoleh A = 20, maka

2x% —3x —36 4 _f( 20 +—9x+3)d _f 20 J f 9x 4 +f 3 4
RN R AV IEE T INl il I P ) VR Sl R a

9 ) (X
= 101n|2x — 1| = 5In|x? + 9] + tan (§)+c
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